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Lateral Vibration of a Right-angled Isosceles Triangular Plate 
Shohachi W AKASUGI 
The present paper deals with the vibration problem of a right-angled isosceles 
triangular plate after the methods adopted by E. Trefftz and G. 1. Taylor when they 
obtained the buckling load of a cIamped rectangular plate. However， in order to soIve 
such a problem as the present item， a special consideration Is generally necessary to 
satisfy the boundary conditions at the hypotenuse edge of a triangle， and the author 
has contrived the solution for the present problem by combining the solution for a 
square pfate. Whi1e their methods are essentially identical in their principles， as E. 
Trefftz suggested， they even lead to the very same characteristic equation for 
calculating the natural frequencies when treated and calculated as in this paper. 
In the present paper， the solutions are first given by both methods in the case 
where al three edges are c1amped; and further， as an application， the solutions are 
presented of the cases in which one or two edges are clamped and the others simply 
supported. The calculated lowest frequencies are given in the table， together with the 
results computed by the Rayleigh method. 
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によるたわみとして次の如く表わされる。
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CBJ (6)による VjT([)極小値 Pを次D境界条件を満足する加について求める。





J:認 siniy dy = 0 i 
jfowif 
- ';.. <V sin ix dx = 0ト(i= 1， 2， 3， ... ) ... (8) o ay .:IO.L.L.L.............. ~ V I、
j:ow-L01 --ar Sln Z'I a'l = U I 
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即ち，変分問題 (BJは [A)(J)境界条件をゆるめたものであって i= 1， 2，……，.fまで用い
たときむ極小値Aをんと書くととにすれば変分問題。一般原理によって
AJ ~ Al L As 三…… /' A! ~ …・・ LJ ……‘ H ・H ・H ・H ・-… H ・H ・...・ H ・.(9) 
の関係が存在し，従つτ固有値の下限が得られるととになるロ





w S a酬 (sin mx sin ny - sin nx sin my) ・H ・H ・...・ H ・.・ H ・..(10) 
¥fiー，四1






JL z {(-mmんー(ー1)帽 nOtm} amm = 0 
~\畑，珂 I
7τ1 ~ .s {n O帥 - m Otn} a問問=0 t 
~\悶， n\
JL z {〈m+n〉SM-nー (m-n)Ot，隅吋 am'lZ= 0 J (i = 1， 2， 3，……〉
tJ ¥m，問、
イ旦し， と乙に Otmは
i = m CDとき Of隅=1 iキ m のとき Oim= 0 
を意味する口上式は， μ が偶数，Jl7J:'奇数を表わすもりとして次の如く書きかへられる。
J μαμ-z μ atμ=0 
μラt <t
Z νavt - .s JI flVl 0 
'，1> t '，1ぇt
(i= 1，2，3，……〉‘H ・H ・. (11) 
(i= 1， 2， 3，……) .・H ・.(12) 
J: (2n + i) anH， n - 2: (z'ー 2n)at-n，n =0 (t'= 1， 2.3，……〉・H ・H ・.(13) 
時<t/2 
また， (10)を用いて，
r r I白富山 θ2W ¥2 π2 
= J J s ~ "a; +可 rノd坤 =7f泊fmz+n2〉2仏・・ H ・H ・.(14) 
T= J8卸富山砂=すム4 ・…・・・・ ・(15)
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_;'l:l 次に， Lagrange rD未定係数として (11).， (15) rD各式に-n2的 /2.-7r2仇/2.ー π2rd2.1，
を乗じて加え合せ次式の Lを作る。
J与'zL=I (仰m2十 n的z勺}"仏一JAP 2Z 4 
7.' ¥ '1‘1，1'11 ¥'1事i，冊}
-221的{2 μap.i - 2 μα川十品{2 νa"f-I ναiy} 
t ¥μ>t μく 1>t 1<' t 
十九 {2(i + 2n) a伺+f，何-I (i -2n) al_n，叶|
四(t/2 ノ -・
(16)
(10)に3まける G酬はとrDLf:極小ならしめる如く定めればよい白即ち，8L/aamn = 0より
. (17) 
-ns明 +(m + n)r例-nー (m-n)r例+n1n=偶数.n=奇数;amn= (m""十 n;l.ア-，l2 
明十msn+(m十n)r間一叫ー(m-n)rm+伺m=脊数，n=偶数;amn= (m百十 n2}'- ;'2 
ma"..-nα隅 +(m + n)r間『何一(m-n)γm+nn1，=偶数.n=偶数;a明日= 一一一(ml 十 n"J)2_ ;'2 
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との At，Bi， Ct，は次の関係式 (22)を用いてく23)の如く変形できる。
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2 4z ~ cot ':':一=一一一一ー.:=......I 時 時
己 7!Z πμμ..- Z~ 
i 1 +( -1)f '1'2 t=一一 I~汗ì2 coth~~五子-~X二子 cot-%-~X二721-8A. l v 1 I ~ -~~&& 2 V III~ V II-~ -~~ 2 v II_~ J 2 4が-A.2
「 守 一一 π .，，---;;; i 1ー (ー 1) '1"'"
Bi= iuL~五子tanhT~À.+'l-:l.+~À.-i2 tanτ~ A.-i2 J '2.L/ 4i'司王
「 一一一一 π 一一一一 一一一一一 π 一一一一 i '1'3 Ci = .i"A. L ~2A.+ z"l!tanhず2À+{.d +~2À.-i2tani-v'2A.-i2 J -7' ~ A."d (日数〉
寸C~日coth号~2À+i2_，/訂正otす〆P〕 724=偶数〉
. (23) 
但し， A. < '1'2 又は2J..< '1'2 (J.:)ときは適当に処理するもD とする。(18)(19)より，すべてのαi，
st， riが同時には Oになら註い条件，即ち (18)(19) ([)係数行列式を Oと争けぽ固有値を定める
振動数方程式が得られる。との方程式を解いて固有値を求めればよい。得られた各国有値に対して
(18) (19) よりαi，st， ri (J.:)比が定められ，従って又 (17)より G酬の比D値が定められる。夫等
を(10)へ代入すればそD ときの振動波形が定められるととになる白














卸 e~lI sin ny ( n : 整数〉…...・H ・.・H ・....・H ・H ・H ・，.…… (24)
と長けぽ，とれはE方形の周辺 OA，BC上で却 =0を満足する。更に (24)を (1)へ代入し
て(1)を満足する如〈αを定めれば
α=士〆が十 A 土，/が-A.・H ・H ・.. ~...・ H・..……...・H・..…… (25)
とθ (24)f[)形CD4個の特解を組合せて，五方形の残りD周辺 AB，OCにて叩 =0を満足する
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い sinh計百2 sinJEJZ二戸
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sinh ~ ~市首 si→什二戸
π 
( (cosh，/;.+P〈Y-7〉 cos'/A-P:.I(y-~t) '1
-z ιI 1 了一一一一一一一 一 } sin μz 
μ -cosh tv/汗fJ.:.I cos τもII二戸ノ
日 (27)
{-=oshJ7〈z-f) cos，/マ(xーで). i 
t SIn μry/ 
cosh y'/汗五:a Cωτパ二記
乙とに αhsμ は積分定数であり，第3節に台ける Lagrangeの未定係数という意味ではないが，
実質的には同じものである。また， μ y を前節D如く夫々偶数及び奇数を表わすものとすると
(27)による W/は垂線 AHに関して対称な波形とえEる。もし (27)に告いて μ，νを交換すれば




告いて今度は三角形の OABを正方形 OBDEの一部とみなし，正方形 OBDEの周辺で W=o
及び (1)を満足する解を求める。それにはさ，万座標軸を用いるDが便利で，一辺 OB([)長さが
c，η座標系で πであり，かつ， (1)が (3)の如く変換されるととをみれば，正方形 OBDA({)周
辺で W=o及び (1)即ち (3)を満足する解は (26)に告いて A，x， yの代りに 2A，c，マと
1なけばよいことは明らかで、ある凸更に三角形D周辺上で卸 =0~満足せしめるためには前節と同
様に行なえばよいが，あらたに満足させるべき境界が正方形。両対角棋であるととを考えれば逆対
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特に次の如き場合は以上C議論より次0如くすれば解となるととは明らかである。
(1) 直角を挟むこ辺固定端，斜辺回転端，








の固有値A.= 5')よりは大きいと考えられる。第1欧近似として z'=l<D場合にはとりζ とを考
慮して Al，Bl， C1 ([)函数形を定め，また，的 =βt= rt = 0 ( i ミ 2)として前述の計算を
行なえばよいロ第2次近似としては，第1次近f以D結果を参考として更に計算すればよい。また，
Rayleigh rD方法によって固有値の上限が定められるから，之等主考慮すればすべてのAt，Bt， Ct 
の函数形が定められる。従って高次近似も計算できる。











三辺固定端 sin2x sin2y (cos x -COSy)2 イ乎=山lぷ 12.96 (i==-l) 
斜辺回転端 l sin x sin くcosx -COSy)2 他Dニ辺国定』
斜辺固定端 1 ・ ・ 〆i く Sx- C08y) 他のこ辺回転端 i 、
イ手 =77241Jf;J3)Jf;〉ど;〉lJ比












8.47 <). < 9.76 
7.64 < ).く 7.72
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